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滚动轴承非线性轴承力及其对轴承
系统振动特性的影响

唐云冰, 高德平, 罗贵火
(南京航空航天大学 能源与动力学院,江苏 南京 210016)

摘要: 滚动轴承在旋转机械中应用及其广泛,其振动特性对旋转机械的正常运行有很大影响。本文基于赫兹

弹性接触理论和滚动轴承运动学,推导了滚动轴承在工作状态下产生的非线性轴承力,并在此基础上对滚动

轴承系统的振动特性进行了分析。研究结果表明:滚动轴承的非线性轴承力会诱发变刚度振动。系统响应中存

在多种周期 (谐波、次谐波和超谐波)和非周期 (拟周期和混沌)响应。通过频谱图、Poincaré图和分叉图,分析

了滚动轴承系统在不同参数下的周期分叉特性。当非线性轴承力和不平衡力共同作用时,滚动轴承系统会产

生组合振动,随着不平衡力的增大变刚度振动所对应频率的幅值逐渐降低。
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Non-L inear Bear ing Force of the Rol l ing Ba l l Bear ing

and Its Inf luence on V ibra tion

of Bear ing System
TAN G Yun2bing, GAO D e2p ing, LUO Gui2huo

(Co llege of Energy & Pow er Engineering,

N an jing U niversity of A eronautics and A stronautics,N an jing 210016, Ch ina)

Abstract: Ro lling ball bearing is w idely used to support ro to rs. It is a non2negligible source

of vibration in m any types of ro tating m ach ines, so the vibration characteristics of the ro lling ball

bearing system is worth to be investigated. H ertz elastic con tact theo ry and bearing k inem atics

theo ry w ere app lied to calculate the fo rce caused by the ro lling ball bearing. T he non2linear

vibration of ro to rs supported by the ro lling ball bearing w as studied. It w as found that the non2
linear bearing fo rce excited the varying comp liance vibration. M any k inds of periodic

( synch ronous, sub2and super2synch ronous ) and non2periodic ( quasi2periodic and chao tic )

responses ex ist in the system. T he periodic bifurcation behavio r of the system w as analyzed by

m eans of spectrum diagram s, Po incarém ap s and bifurcation diagram s. W hen non2linear bearing

fo rce and unbalance fo rce act sim ultaneously, com bined vibration w ill be generated. W ith the

Increase of unbalance fo rce, the varying comp liance vibration w ill be w eakened.

Key words: aerospace p ropulsion system ; ro lling ball bearing; non2linear bearing fo rce;

varying comp liance vibration



　　旋转机械正朝着高转速、高稳定性的方向发

展,支承对转子系统动力特性的影响非常显著。滑

动轴承的动力特性已经有了比较深入的研究成

果[1, 2 ] ,然而对于工程中广泛应用的滚动轴承动力

特性的研究还不多。这主要是由于滚动轴承结构

和运动的复杂性,使得符合实际的数学模型较难

建立[3 ]。

本文在赫兹接触理论基础上,结合滚动轴承

运动规律,在一定假设条件下,推导了滚动轴承在

工作状态下产生的非线性轴承力,建立了滚动轴

承系统的分析模型,用数值方法对建立的振动方

程进行求解,并对计算结果进行了分析。

1　滚动轴承的赫兹弹性接触理论

　　1895年,赫兹 (H ertz H )研究了2个弹性体间

的接触问题,确立了弹性接触理论。在求解接触面

应力分布时,采用了如下假设:

(1) 接触物体间的弹性变形服从虎克定律;

( 2) 负荷垂直于接触表面,接触区不存在摩

擦;

(3) 接触面的尺寸与接触物体表面的曲率半

径相比很小。

对于滚动轴承的接触问题,上述假设基本成

立,实践证明赫兹弹性接触理论对于滚动轴承的

分析,具有足够计算精度,因此它是滚动轴承应力

计算的主要依据之一[4 ]。本文以点接触的深沟球

轴承为例进行分析。

图1　物体与物体间的点接触

F ig. 1　The poin t2con tact betw een object

and object

图1为两个点接触的物体,其中 r 表示半径,

它的倒数即为接触点的曲率 Θ。一个任意曲面体,

通过接触点不同平面的曲率是不同的。最大曲率

和最小曲率统称为主曲率,主曲率所在的平面称

为主平面。定义两接触物体在接触点处两互相垂

直面上主曲率的总和为主曲率和,可表示为:

6 Θ= ΘÉ 1 + ΘÊ 1 + ΘÉ 2 + ΘÊ 2 (1)

式中: 下标“É , Ê ”表示接触体,“1, 2”表示主平

面。

主曲率函数可表示为:

F (Θ) =
û (ΘÉ 1 - ΘÊ 1) + (ΘÉ 2 - ΘÊ 2) û

6 Θ
(2)

　点接触的滚动轴承,在负荷作用下,接触点扩

展成一个接触面。该接触面与接触法线垂直平面

内的投影为一椭圆,长轴为2a,短轴为2b。在接触

区内,接触应力按半椭球分布如图2所示。

图2　滚动体与滚道的接触椭圆

F ig. 2　The con tact ellip se betw een the ro lling

elem ent and race

接触椭圆的长、短轴半轴系数可分别表示为:

a = m a

3

3Q

6 Θ
õ 1

E′
(3)

b = m b

3

3Q

6 Θ
õ 1

E′
(4)

式中:

Q 为滚动体与内、外圈的接触负荷;

m a=

3

2L (e)
Πk2 为接触椭圆的长轴系数;

m b=

3

2L (e) k
Π 为接触椭圆的短轴系数;

k= böa为椭圆率;

e= 1- k2为椭圆偏心率;

L (e) =∫
Πö2

0
1 - e2 sin2ΥdΥ

为与椭圆偏心率 e有关的第二类椭圆积分;
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E′为当量弹性模量:

1
E′=

1
2

1 - Μ2
1

E 1
+

1 + Μ2
2

E 2

其中: E 1, E 2和 Μ1, Μ2分别为接触两物体的弹性模

量和泊松比。

最大接触应力为:

Ρm ax =
3
2

õ Q
Πab

(5)

　　接触点的弹性变形量为:

∆=
2K (e)

Πm a

3

1
8

3
E′

2

Q 26 Θ (6)

式中:

K (e) =∫
Πö2

0

1

1 - e2 sin2Υ
dΥ

为与椭圆偏心率 e有关的第一类椭圆积分。

由式 (6)可得滚动轴承的力与位移关系为:

Q = kp ∆3ö2 (7)

式中: kp 表示滚动轴承的等效刚度系数。

kp =
E′
3

Π3m 3
a

K 3 (e) 6 Θ
(8)

2　滚动轴承的受力分析

2. 1　运动学分析

　　滚动轴承内、外圈与滚动体之间的相对运动,

对其力学性能有重要影响。通常有两种分析方法:

一是根据圆周线速度进行计算; 另一种是将轴承

当作差动行星齿轮装置进行计算[5 ]。

图3　滚动轴承运动示意图

F ig. 3　The movem ent sketch m ap of the

ball bearing

由于第一种分析方法较为简单且容易理解,

本文采用这种方法。滚动轴承内各部件的运动关

系如图3所示。V A 和V B 分别表示滚动体在接触点

处的速度。假设滚动体与滚道之间为纯滚动 (即不

发生相对滑动) ,可得下式:

V A = V in = Ξin r

V B = V out = ΞoutR (9)

V c =
V A + V B

2
=

V in + V out

2
(10)

式中: r表示内圈滚道的半径; R 表示外圈滚道的

半径; V in表示内圈的速度; V out表示外圈的速度;

V c 表示滚动体的公转速度; Ξin表示内圈的角速

度; Ξout表示外圈的角速度。

在实际计算时,进一步假设滚动轴承的内圈

与转轴固结一起转动,外圈与轴承座固结不转动,

可得[6 ]:

Ξin = Ξ　,　Ξout = 0 (11)

式中: Ξ为转轴的角速度。
由公式 (10)、(11)可得滚动体的公转角速度

为:

Ξc =
V c

(r + R ) ö2
=

Ξr
r + R

(12)

2. 2　非线性轴承力

　　根据图3可知,第 j 个滚动体在时间 t时转动

的角度可表示为:

Ηj =
2Π
N b

( j - 1) + Ξc t

j = 1, 2,⋯,N b (13)

式中: N b表示滚动体数目。

因此,第 j 个滚动体的弹性接触变形可表示

为:

∆Ηj
= x cos Ηj + y sin Ηj (14)

式中: x , y 别表示轴承内圈中心点在垂直方向和

水平方向的位移。

考虑径向游隙 Χ时,弹性接触变形可表示为:

∆Ηj
= x cos Ηj + y sin Ηj - Χ (15)

将公式 (15)代入公式 (7) , 可得第 j 个滚动体与

内、外环的接触力可表示为:

Q Ηj
= kp (∆Ηj

) 3ö2
+

j = 1, 2,⋯,N b (16)

其中: 下标“+ ”表示当 ∆Ηj
≤0时,滚动体与滚道不

接触,接触弹性变形为0; 当 ∆Ηj
> 0时,接触弹性变

形为 ∆Ηj
。

根据公式 (16)可得滚动轴承的非线性轴承

力,并将其分解到 x , y 两个方向,可表示为:
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Q x

Q y

= kp 6
N b

j= 1

(∆Ηj
) 3ö2

+

cos Ηj

sin Ηj

(17)

　　一般认为滚动轴承的交叉刚度很小可以忽略不计,由式 (17)可得轴承的刚度为:

K x

K y

=

5Q x

5 x

5Q y

5 y

=
3
2

kp 6
N b

j = 1

(∆Ηj
) 1ö2

+

cos2Ηj

sin2Ηj

(18)

3　滚动轴承的振动分析

　　滚动轴承的振动主要有3类:

3. 1　结构的固有振动

　　固有频率可表示为:

f x = (1ö2Π) K x öM

f y = (1ö2Π) K y öM

(19)

式中:M 表示轴承系统的质量。

3. 2　不平衡力引起的振动

　　不平衡力引起的振动频率与转轴转动的频率

相等,即:

f = Ξö2Π (20)

图4　滚珠在不同时刻的承载情况

F ig. 4　The load of the ball in differen t tim e

3. 3　滚动体通过载荷区引起的振动

　　由于滚动体依次地通过载荷区,在径向负荷

F r的作用线下方有滚动体 (如图4 (a) )和无滚动

体时 (如图4 (b) ) ,径向刚度不相等而产生的。当内

圈转动时,滚动体每通过载荷的作用线一次,就产

生一次周期性的振动,称为变刚度振动[7 ]。变刚度

振动是承受径向载荷的滚动轴承普遍存在的。它

是轴承载荷引发且呈现出非线性特性。其频率与

滚动体的数目和滚动体的公转角速度有关,可用

下式表示为:

f vc =
Ξvc

2Π=
ΞcN b

2Π (21)

　　根据L agrange 方程,建立图5所示滚动轴承

系统的振动方程,可表示为:

M xβ+ C xα+ Q x = F r

M yβ+ C yα+ Q y = 0
(22)

式中: M 表示轴承系统的质量; C 表示轴承系统

的阻尼; F r表示轴承径向力。

图5　滚动轴承系统示意图

F ig. 5　The sketch m ap of the ball bearing system

4　计算结果及讨论

　　以某深沟球轴承为例进行分析。计算的主要

初始参数为: N b = 8; R = 19198 mm ; r = 14155

mm ;滚动体直径: 5143 mm ;外圈滚道的沟曲率直

径: 2183 mm ; 内圈滚道的沟曲率直径: 2179 mm。

接触角: 0°; Χ= 20 Λm ,M = 1 kg, C = 300 N söm , F r

= 5 N。

根据已知条件, 采用N ewm ark2Β积分法, 求

解公式 (22)可得系统的稳态响应。

4. 1　非线性轴承力下轴承的振动特性

　　为了研究非线性轴承力对系统振动特性的影

响, 假设不平衡力为零 (即 e= 0) , 这样系统的激

振力只有一个。利用 Poincaré图和分叉图,分析系

统的周期分叉特性。Poincaré映射的采样周期为
变刚度的振动频率 f vc。

4. 1. 1　响应随转速的变化

　　转速是影响系统运动振动特性的重要因素之

一。系统在不同转速下将表现出不同的振动特性。

图6表示了随转速变化的位移分叉图,可以看出:
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( 1) 由于非线性轴承力的存在,随着转速的

增加,系统响应中存在多种周期 (谐波、次谐和超

谐)和非周期 (拟周期和混沌)的响应形式;

(2) 当转速为1 280 röm in 时,系统发生了周

期分叉,由1周期变为2周期;当转速为2 500 röm in

时,系统又由2周期变为1周期的振动;

图6　随转速变化的位移分叉图

F ig. 6　The disp lacem ent bifurcation figure

veering w ith speed

图7　不同转速下的 Poincaré图

F ig. 7　The Poincaréfigure in differen t speed

(3) 当转速在5 350～ 7 000 röm in 之间时,系

统进入非周期 (拟周期和混沌)振动;当转速大于7

000 röm in 时,系统是1周期的振动。

图7表示了系统在不同转速下的 Poincaré图。

可以看出:当转速为6 000 röm in 时, Po incaré图是

封闭的曲线, 系统处于拟周期状态; 当转速为6

500 röm in 时,系统已经进入混沌状态。因此,随着

转速增加,系统是以拟周期分叉进入混沌状态的。

4. 1. 2　响应随径向力的变化

　　随着径向力的增加,位移将逐渐增大,使得位

移分叉图的表现效果不明显。因此,分析响应随径

向力变化时,采用速度分叉图代替位移分叉图。

图8　随径向力变化的速度分叉图

F ig. 8　The speed bifurcation figure varying

w ith radial fo rce

图8表示了转速为6 000 röm in 时, 不同径向
力下系统的速度分叉图。可以看出:

( 1) 当径向力为1125 N 时, 响应由2周期变

为1周期;

(2) 当径向力在314～ 617 N 之间时,响应为

非周期振动;

( 3) 当径向力为28175 N 时, 系统发生周期

分叉,由1周期变为2周期;

(4) 当径向力为3518 N 时,由2周期变为1周

期。

因此,采用适当的径向力可以避免轴承非线

性力产生的非周期振动。

4. 1. 3　响应随游隙的变化

　　游隙是滚动轴承的主要结构参数之一,它对

振动特性将产生重要的影响。

图9表示了转速为6 000 röm in 时, 不同游隙

下系统的速度分叉图。可以看出:

(1) 当游隙小于1712 Λm 时,响应为1周期的

振动;
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( 2) 当游隙在1712～ 3312 Λm 之间时, 响应

为非周期振动;

( 3) 当游隙为7316 Λm 时, 系统发生了周期

分叉,由1周期变为2周期。

图9　随游隙变化的速度分叉图

F ig. 9　The disp lacem ent bifurcation figure varying

w ith in ternal radial clearance

因此,采用适当的游隙可以避免轴承非线性

力产生的非周期振动。

4. 1. 4　响应随阻尼的变化

　　阻尼的改变也会影响轴承系统的振动特性,

导致出现多种周期和非周期响应。

图10　随阻尼变化的位移分叉图

F ig. 10　The disp lacem ent bifurcation figure

varying w ith damp

图10表示了转速为6 000 röm in 时,不同阻尼

下系统的位移分叉图。可以看出:

(1) 当阻尼在0～ 45 N söm 之间时,响应为非

周期振动;

(2) 当阻尼在45～ 151 N söm 之间时,响应为

5周期的振动;

(3) 当阻尼在151～ 424 N söm 之间时, 响应

为非周期振动;

(4) 当阻尼大于424 N söm 时, 响应为1周期

的振动。

图11　随转速变化的频谱图

F ig. 11　The spectrum figure varying w ith speed

因此,在非线性的滚动轴承系统中,阻尼并不

总是对振动有抑制作用。随着阻尼的增大,周期响
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表1　不同转速对应的振动幅值和频率

Table 1　The ampl itude and frequency in differen t speed

转速ö(röm in) 4 000 8 000 10 000 11 000

非线性

轴承力

频率öH z

幅值öm

225105

8142e- 7

450111

2102e- 7

562163

1166e- 7

618189

1112e- 7

不平

衡力

频率öH z

幅值öm

66167

1167e- 7

133133

6121e- 7

166167

8180e- 7

183133

11169e- 7

应和非周期响应交错出现。在一定范围内随着阻

尼增大,系统从5周期进入非周期振动; 只有当阻

尼足够大时,响应才会稳定在1周期。

4. 2　不平衡力和非线性轴承力同时作用下

　　　　　　轴承系统的振动特性

　　实际的滚动轴承系统总有一定不平衡量,这

样系统将同时受到两个激振力的作用。根据公式

(22)可得:

M xβ+ C xα+ Q x = F r + M e1Ξ2cos Ξt

M yβ+ C yα+ Q y = M e1Ξ2 sin Ξt
(24)

式中: e1表示不平衡量的偏心距。

公式 (23)表示的是不平衡力和非线性轴承力

同时作用时轴承系统的振动方程。为了研究这两

种激振力的相互影响,计算时选取的转速尽量避

开非周期振动对应的转速。假设不平衡量的偏心

距 e1= 0105 mm。

图11表示了在不同转速下,滚动轴承系统的

频谱图。表1表示了不同频率对应的幅值。

图12　振动频率随转速的变化图

F ig. 12　The frequency varying w ith speed figure

图12表示了系统振动频率随转速的变化情

况。图13表示了系统振动幅值随转速的变化情况。

可以看出:

(1) 系统的振动频率不仅有 f vc, 2f vc, f , 2f ,

⋯,而且还出现了等于两个激振频率倍数之和或

之差的组合振动,即ûm f vc±nf û (m , n为正整数)。

如图11的 (b)中就出现了 f vc- 2f , f vc- f 和 f vc+

f 等频率成分。

图13　振动幅值随转速的变化图

F ig. 13　The amp litude varying w ith speed figure

(2) 随着转速增加,不平衡力和非线性轴承

力引起振动的频率增大。

( 3) 随着转速增加,不平衡力引起振动的幅

值逐渐增大,非线性轴承力引起振动的幅值逐渐

减小。

5　结　论

　　基于赫兹弹性接触理论和滚动轴承运动学,

推导了滚动轴承运转时产生的非线性轴承力。分

析了非线性轴承力作用下,滚动轴承产生的变刚

度振动对系统响应的影响规律。研究表明:

(1) 选取适当的参数,如转速、径向力、游隙

和阻尼等,可以降低非线性轴承力引起的非周期

振动,提高系统运行的平稳性。

( 2) 当非线性轴承力和不平衡力共同作用

时,滚动轴承系统会产生组合振动,随着不平衡力
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增大,变刚度振动所对应频率的幅值逐渐降低。

参考文献:

[ 1 ]　丁千,陈予恕,曹树谦. 滑动轴承- 转子系统动力学研究若

干成果[J ]. 非线性动力学学报, 2003, 10 (1) : 33～ 41.

D ing Q ian, Chen Yu2shu, Cao Shuqian. Som e A chievem ents

on Dynam ics of Roto röBearing System s [ J ]. J ournal of

N onlinear D y nam ics in S cience and T echnology , 2003, 10 (1) :

33～ 41.

[ 2 ]　焦映厚,陈照波,夏松波,等. 转子——非圆轴承系统非线性

动力学行为的研究[J ]. 航空动力学报, 2000, 15 (4) : 413～

418.

J iao Yinghou, Chen Zhaobo, Xia Songbo, et al. Study on

Nonlinear Dynam ic Behavio r of Roto r2Non2Circular Bearing

System [J ]. J ournal of A erospace P ow er, 2000, 15 (4) : 413～

418.

[ 3 ] 　L iew A , Feng N , Hahn E J. T ransient Ro to r Dynam ic

M odeling of Rolling E lem ent Bearing System s[J ]. J ournal

of E ng ineering f or Gas T urbines and P ow er, 2002, (124) :

984～ 991.

[ 4 ]　唐云冰,罗贵火,章王景璇,等. 高速陶瓷滚动轴承等效刚度

分析与试验[J ]. 航空动力学报, 2005, 20 (2) : 240～ 244.

Tang Yubing, L uo Guihuo, Zhang J ingxuan, et al. Theoretical

A nalysis and Experim ent of the H igh Speed Ceram ic Rolling

Bearing Equivalent Stiffness [ J ]. J ournal of A erospace

P ow er, 2005, 20 (2) : 240～ 244.

[ 5 ]　[日 ]冈本纯三. 球轴承的设计计算[M ]. 北京: 机械工业出

版社, 2003: 171～ 179.

[ 6 ]　Harsha S P. Non2L inear Dynam ic Response of a Balanced

Roto r Supported on Rolling E lem ent Bearings [ J ].

M echanical S y stem s and S ignal P rocessing , 2005, (19) : 551

～ 578.

[ 7 ]　Sunnersjoβ C S. V arying Comp liance V ibrations of Rolling

Bearings[J ]. J ournal of S ound and V ibration, 1978, 58 (3) :

363～ 373.

373第　2　期 唐云冰等: 滚动轴承非线性轴承力及其对轴承系统振动特性的影响


